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CALCULO - Parcial I (5/4/2013)
Puntuacién 40 % + 10 %

1. (10 puntos) Calcular, si existen, los siguientes limites:

i 2n? +n antl T n n n n n n
m (——— im et ——
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Solucion
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a) lim <2n+n> = lim 6(4n+1)<2"21371> = lim e< 2n?+3 ) = e
n—+oo \ 2n2 4+ 3 1% n—+o0 n—+o0
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b) Sea b, = 2 1 + RO +...+ mrn la sucesién dada.
Se consideran las sucesiones
n? n?
Ay — ——— Cp — ———
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que verifican a,, < b, < ¢, para todo n € N, siendo lim a, = lim ¢, = —.
n—+o0o n—-+o0o 2

Aplicando la regla del sandwich para sucesiones, se tiene que h’rf by =
n—-+0oo

N |

2. (10 puntos) Estudiar la convergencia de la sucesién {a,} y, en caso afirmativo, calcular su
limite:

CL1:10
an+1 = +vVan +6, n>1

Solucion Los primeros términos de la sucesién son {10,4,/10,...}.

a) La sucesion {a,} es monétona decreciente: Utilizando el principio de induccién,
= Sin =1, se verifica que a1 > ay puesto que a; = 10 > 4 = ao.

= Supuesta cierta la desigualdad para n, a, > an+1 , se prueba que es cierta para
n+1, estoes, ant1 > anya:

ap > Upy1 = ap+6>ap1 +6 = Va, +6> \/an+1+6 = Qp+1 > Ap42.

Luego se cumple que a, > an4+1 para todo n € N.




b)

Si existiera el limite de la sucesién {a,}, lim a, = L, entonces lim a,4+1 = L.
n—-+00 n—-+0o

Tomando limite en la expresién que define la sucesién, resulta

lim an+1:ngrfoox/an+6 — L=+vL+6.

n—-+o0o

Resolviendo L = /L 4+ 6 se obtiene como tnica solucién L = 3.
La sucesién {a,} estd acotada inferiormente por 3 : Utilizando el principio de induc-
cién,

= Sin =1, se verifica que a1 > 3 puesto que a; = 10 > 3.

= Supuesta cierta la desigualdad para n, a, > 3, se prueba que es cierta para
n+1,estoes, apt1 > 3:

an >3 = ap+62>9 = Va,+6>3 = apy1 > 3.

Luego se cumple que a, > 3 para todo n € N.

Por el estudio previo, se tiene que la sucesién {a, } es monétona decreciente y esté aco-
tada inferiormente. Por tanto, la sucesion es convergente y, teniendo en cuenta el

apartado b), h'If an = 3.
n—-—+0oo
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(5 puntos) Estudiar la convergencia de la serie > ———.
n=1 \/ﬁ + or
Solucion Serie de términos positivos, con término general a,, =

Y
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Se considera »_ b, = }»_ —-, serie convergente por ser serie geométrica de razén
n=1 n=1 5

r= %, con |r| < 1. Aplicando el criterio de comparacién en el limite,

an

lim — = lim n =
n——+oo bn n—-+oo % + 1 (1)

donde (1) limy, 400 ¥Yn =1y lim, % = 0 por ser \/n < 5". Por tanto, la serie
dada es convergente.

n

s n
(5 puntos) Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la serie w
-1 nl(—
o - n=1
Solucion Sea a,, = w La serie Y |ay,| es convergente por el criterio generali-
T\ — n=1
an+1

zado del cociente pues lim
n—-+o0o

an,

It LYY oo oy
= lim |- - =- .
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Entonces, la serie ) a, converge absolutamente y, por tanto, converge.
n=1
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4. Dada la serie de potencias Z (x — 2)™, se pide:

n—1 2”(”2 + 3n)

a) (7 puntos) Determinar el radio y el campo de convergencia de la serie de potencias.
1

o0
Solucion Sea ngl an(x — o)", donde a,, = (02 1 30) y o = 2.
2
3 1
Se tiene 1im Intll — i _nthen —, luego el radio de convergencia de
n—+oo | ap n——+o0o 2(n2 + 5n + 4) 2

la serie de potencias es r = 2. Por tanto, la serie converge absolutamente en (0,4) y

no converge en los intervalos (—o0,0) y (4, +00).
o0

Si ¢ = 4 se obtiene la serie numérica Z

5 Esta serie es convergente por el
1%+ 3n
oo
criterio de comparacion en el limite utilizando la serie Z ol que es convergente por
n=1
ser arménica generalizada con p =2 > 1.
& (=D
Si x = 0 resulta la serie numérica Z T

x = 4, se observa que esta serie es absolutamente convergente, luego converge.

. Utilizando el estudio realizado para

Por tanto, el campo de convergencia de la serie de potencias es [0, 4].

b) (3 puntos) Calcular, si es posible, la suma de la serie para x = 4.

LS 1
Si x = 4, se tiene la serie convergente »_ A Para calcular su suma, se obtiene
n=1"M n

la expresion de la suma parcial n-ésima S, y se calcula su limite:
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Por tant ——
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5. Dadas las funciones f(z,y) = In(y — 2% — 1) y g(z,y) = /3 — 22 — y2 + 2y, se pide:

a) Representar graficamente:
i) (2.5 puntos) Dominio de f.
ii) (2.5 puntos) Dominio de g.
iii) (2.5 puntos) Dominio de la funcién h(z,y) = f(x,y) + g(z,y).
Solucion
) Dom(f) ={(z,y) eR?*: y—2?—1>0} ={(z,y) eR?: y > 2% +1}.
) Dom(g) = {(z,y) e R*: 3—2? —¢y?* +2y >0} = {(z,y) e R?: 2? + (y — 1)? < 4}.
111) Dom(h) =Dom(f) N Dom(g) = {(z,y) € R?*: y > 2%+ 1, 2% + (y — 1)? < 4}.
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Figura 1: Representacién grafica de Dom(f), Dom(g) y Dom(h)

b) (2.5 puntos) Para cada uno de los dominios obtenidos en a), estudiar si son conjuntos
abiertos, cerrados y compactos.
Solucion El conjunto Dom(f) es abierto porque todos sus puntos son interiores. Por
tanto, no es cerrado y, en consecuencia, no es compacto.

El conjunto Dom(g) es cerrado porque su conjunto frontera,
Fr(Dom(g)) = {(z,y) € R?: a? + (y — 1)? =4},

verifica Fr(Dom(g)) € Dom(g). Por tanto, no es abierto. El conjunto Dom(g) es
acotado pues Dom(g) C B((0,1),r), siendo r > 2. Se tiene entonces que Dom(g) es
compacto por ser cerrado y acotado.

El conjunto Dom(h) no es abierto porque no todos sus puntos son interiores, por ejem-
plo, (0,3) no es punto interior de Dom(h). El conjunto Dom(h) no es cerrado ya que,
por ejemplo, (0,1) es punto frontera de Dom(h) y (0,1) ¢ Dom(h). En consecuencia,
Dom(h) no es compacto.



